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PROGRAMMA

1

CATEGORIE

2

FASCI	E	TOPOI

3

LOGICHE	NON	CLASSICHE

1.1.	Tecniche	matematiche

1.1.1.	Relazionalità sintetica
1.1.2.	Concrezione	e	astrazione
1.1.3.	Funtorialità	e	naturalità
1.1.4.	Lemma	di	Yoneda
1.1.5.	Teoremi	di	Freyd

2.1.	Tecniche	matematiche

2.1.1.	Topologia	insiemistica
2.1.2.	Continuazione	analitica	e	fasci
2.1.3.	Topologie	di	Grothendieck
2.1.4.	Fasci	sopra	un	sitio
2.1.5.	Topoi	di	Grothendieck

3.1.	Tecniche	matematiche

3.1.1.	Logica	intuizionista
3.1.2.	Logiche	modali
3.1.3.	Modelli	di	Kripke
3.1.4.	Topoi	elementari
3.1.5.	Logica	dei	topoi

1.2.	Pensatori	della	matematica

1.2.1.	Mac	Lane
1.2.2.	Freyd

2.2.	Pensatori	della	matematica

2.2.1.	Serre
2.2.2.	Grothendieck	(1,	2)

3.2.	Pensatori	della	matematica

3.2.1.	Kripke
3.2.2.	Lawvere

1.3.	Problemi	filosofici

1.3.1.	L’universo	(Florenskij)
1.3.2.	Analisi	e	sintesi
1.3.3.	Linguaggio	e	immagine	(Warburg)	
1.3.4.	Logica	universale	(=	logiche)
1.3.5.	Pragmatica	universale	(Peirce)

2.3.	Problemi	filosofici

2.3.1.	Lo	spazio	(Riemann	- Grothendieck)
2.3.2.	Molteplicità	e	unità
2.3.3.	Transiti	e	ostruzioni
2.3.4.	Ontologia	transitoria	(Badiou)
2.3.5.	Epistemologia	dinamica	(Châtelet)

3.3.	Problemi	filosofici

3.3.1.	Il	tempo
3.3.2.	Linearità	e	ramificazione
3.3.3.	Statica	e	dinamica	(Benjamin)
3.3.4.	Storia	e	contaminazione	(Cavaillès)
3.3.5.	Fenomenologia	della	frontiera	(Peirce)

1.4.	Sintesi

1.4.1.	Le	categorie	della	FIL-MAT
1.4.2.	Prima	Triade	-/+

2.4.	Sintesi

2.4.1.	I	fasci	della	FIL-MAT
2.4.2.	Seconda	Triade	-/+

3.4.	Sintesi

3.4.1.	Le	negazioni	della	FIL-MAT
3.4.2.	Terza	Triade	-/+
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1
CATEGORIE

1.1. Tecniche matematiche
1.1.1. Relazionalità sintetica
1.1.2. Concrezione e astrazione
1.1.3. Funtorialità e naturalità
1.1.4. Lemma di Yoneda
1.1.5. Teoremi di Freyd

1.2. Pensatori della matematica
1.2.1. Mac Lane
1.2.2. Freyd

1.3. Problemi filosofici
1.3.1. L’universo (Pavel Florenskij)
1.3.2. Analisi e sintesi
1.3.3. Linguaggio e immagin(azion)e (Aby Warburg)
1.3.4. Logica universale (= logiche)
1.3.5. Pragmatica universale (Charles S. Peirce)

1.4. Sintesi
1.4.1. Le categorie della filosofia matematica
1.4.2. Prima Triade -/+



1.1.1. Relazionalità sintetica

dialettica - polarità - dualità

• • •
• • • • •

conoscenza interna di un oggetto (“cristallo”) conoscenza esterna di un oggetto (“scatola nera”)
accumulazione informazione atomica azione-reazione con l’ambiente

de-composizione in elementi re-composizione via morfismi
ANALISI SINTESI

Teoria degli Insiemi Teoria delle Categorie

categoria (astratta): collezione di morfismi con composizione “minimale” (associatività, identità)

…       …



1.1.2. Concrezione e astrazione

concetti universali (in categorie astratte) 
verso costruzioni particolari (in categorie concrete)

CATEGORIE ASTRATTE CATEGORIE CONCRETE

UNO                            MOLTEPLICE
definizione universale

(esistenza e unicità di morfismi) ò ¶
gran calcolo concettuale

costruzioni particolari “differenziale e integrale”
(strutture insiemistiche contestuali)

Esempi : oggetto iniziale INS :  Æ
GRP  :  {e}

0                   A ANL  : Z
$! CP :   min(P), se P possiede minimo

INSINF : non esiste
morfismo epi

g
A B C INS : suriettiva (inversa a destra “split epi” via assioma di scelta)

f                 h GRP : immagine normale (dunque suriettiva)
g f = h f  Þ g = h ANL : più debole di suriettiva

HAU : immagine densa
etc.etc.



1.1.3. Funtorialità e naturalità

gerarchia di transiti: morfismi, funtori, trasformazioni naturali

TRANS

(1) morfismi
(2) funtori: transiti in oggetti e morfismi che “preservano il preservabile” (composizione, identità)
(3) trasformazioni naturali: transiti in funtori che “preservano il preservabile” (commutazione di quadrati) 

relazionalità sintetica a livello funtoriale:

oggetto in una categoria C : determinato dai morfismi che escono da lui (“irradiazione”)

A MorC (A,---)         

dà luogo a un funtore  (“prefascio rappresentabile”)

hA :      Cop          INS 



1.1.4. Lemma di Yoneda

Tutta categoria (piccola) si sommerge in una categoria (completa) di prefasci:

prefasci rappresentabili
altri

categoria C A hA prefasci “ideali”             categoria prefasci sopra C
(funtori Cop                          INS)

contesto discreto contesto continuo (“tutti i limiti”)

Per tanto, in tutto contesto di rappresentazione si conta con una presenza nascosta del continuo.

Al fare emergere la relazionalità sintetica (hA in luogo di A) sorge uno spazio naturale di completazioni ideali.

La sintesi permette osservare aspetti invisibili per certe letture analitiche.



1.1.5. Teoremi di rappresentazione di Freyd

allegorie e categorie intermedie

allegorie: assiomatizzazione di categorie di relazioni (Freyd, 1990)
esempio

teorie pure di tipi categorie libere CP

- regolarità - regolari - ordine
- coerenza - pre-logoi - reticolo distrib. con 1 
- primo ordine - logoi - algebra di Heyting
- ordine superiore - topoi - P={•}

archetipi del pensiero matematico

teoria allegoria categoria
T                           AT MapSplitCor(AT)

relazionalità sussunzione nell’identità (Cor)
invertibilità parziale (Split)

funzionalità (Map)



1.2.1. Saunders  Mac Lane

quando dove
1909-2005 USA

1934: Tesi (logica; Göttingen)
1934-47: Harvard

estensioni di gruppi, homologia, inventore teoria delle categorie (con SE)
spazi di Eilenberg-MacLane grande espositore

Survey of Modern Algebra (1941, con Birkhoff)        notevole direttore di tesi
1943-45: emergenza teoria delle categorie
1947-: Chicago
Homology (1963)
Categories for the Working Mathematician (1972)
Mathematics. Form and Function (1986) Samuel Eilenberg

(Polonia, 1913-1998)
top. algebraica, homologia, 
teoria delle categorie



1.2.2. Peter Freyd

quando dove
1936- USA

1960: Tesi (categorie; Princeton)
teorema del funtore aggiunto
teoremi di rappresentazione

1990: invenzione allegorie

University of Pennsylvania

visionario teoria delle categorie (con Lawvere) 
Abelian Categories (1964)        
Categories, Allegories (con Scedrov, 1999)



universale = unum versus altri
problematica essenziale (Florenskij): 
collegamento del molteplice e dell’uno

lungo i secoli, Universale legato a Assoluto,
ma, da Peirce i poi (logica dei relativi) 

e attraverso gli sviluppi matematici 1900-2000,

emergenza di una nozione di UNIVERSALE RELATIVO
(vedere discussione 2.3.2 – 2.3.5)

apparente contradizione in termini,
di grande valore nel programma di una semiotica e una pragmatica universali

(vedere discussione 1.3.4 – 1.3.5)

1.3.1. L’universo (Pavel Florenskij)



1.3.2. Analisi e sintesi

Secolo XX Secolo XXI

Teoria degli Insiemi / Logica Classica Primo Ordine Teoria delle Categorie / Logica dei Fasci

FILOSOFIA ANALITICA FILOSOFIA SINTETICA

IN prefisso basico TRANS

decomposizione / delimitazione concetto matematico composizione / estralimitazione
ricoprimento rappresentazione

positività bordo logico negatività
(non commutatività, non linealità, non elementarità…)

stratificazione / purificazione pragmatica deformazione / quantizzazione

albero di Hilbert orizzonte nuvola di Gromov

controllo linguistico semiosi liberazione visuale



1.3.3. Linguaggio e immagin(azion)e (Aby Warburg)



1.3.4. Logica universale (= logiche)



1.3.5. Pragmatica (Charles S. Peirce)



1.4.1. Le categorie della FIL-MAT

MOLTEPLICITÀ / DIFFERENZIAZIONE
contesti – livelli – gerarchie – ramificazioni

UNITÀ / INTEGRAZIONE
universali relativi – teoria delle categorie – rete di logiche



1.4.2. Prima Triade -/+
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2
FASCI  E  TOPOI

2.1. Tecniche matematiche
2.1.1. Topologia insiemistica
2.1.2. Continuazione analitica e fasci
2.1.3. Topologie di Grothendieck
2.1.4. Fasci sopra un sitio
2.1.5. Topoi di Grothendieck

2.2. Pensatori della matematica
2.2.1. Serre
2.2.2. Grothendieck (1, 2)

2.3. Problemi filosofici
2.3.1. Lo spazio (Riemann - Grothendieck)
2.3.2. Molteplicità e unità
2.3.3. Transiti e ostruzioni
2.3.4. Ontologia transitoria (Badiou)
2.3.5. Epistemologia dinamica (Châtelet)

2.4. Sintesi
2.4.1. I fasci della filosofia matematica
2.4.2. Seconda Triade -/+



2.1.1. Topologia insiemistica

contesto matematico analitico per parlare di continuità

buon trasferimento (inverso) di vicinanze in vicinanze



2.1.2. Continuazione analitica e fasci



2.1.3. Topologie di Grothendieck

contesto matematico sintetico per parlare di continuità – buon trasferimento (inverso) di setacci in setacci



2.1.4. Fasci sopra un sitio

sitio (C , J): 
categoria C (qualunque) con topologia J di Grothendieck

prefascio (funtore Cop CON) è fascio sopra (C , J) 
se sodisfa una buona proprietà di estensione (per ricoprimenti coerenti nel sitio)



2.1.5. Topoi di Grothendieck



2.2.1. Jean-Pierre Serre

quando dove
n. 1926 Francia

1945-48: ENS
1951: Tesi (dir. Cartan; successioni spetrali, fibrazioni)
1951-53: gruppi di homotopia delle sfere Sn

1954- : Medaglia Fields - Bourbakista  – “maestro” di Grothendieck
1955: FAC (geometria algebraica & fasci)  
1956: GAGA (geometria algebraica & variabile complessa)
1957- : teoria dei numeri: corpi di classe, cohomologia

Groupes algébriques et corps de classes (1959)
Corps locaux (1962)
Cohomologie galoisienne (1964)
Cours d’arithmétique (1970)

2003: Premio Abel
solo 2 tesisti (!), ma grandissima influenza indiretta



2.2.2. Alexander Grothendieck (1)



2.2.2. Alexander Grothendieck (2)

Lavori (somma in Récoltes et semailles)

Influenza nel Panorama Fields



Riemann Grothendieck

2.3.1. Lo spazio (Riemann – Grothendieck)



2.3.2. Molteplicità e unità



2.3.3. Transiti e ostruzioni



ji

2.3.4. Ontologia transitoria (Badiou)



2.3.5. Epistemologia dinamica (Châtelet)



2.4.1. I fasci della filosofia matemática



2.4.2. Seconda Triade -/+
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3
LOGICHE NON CLASSICHE

3.1. Tecniche matematiche
3.1.1. Logica intuizionista
3.1.2. Logiche modali
3.1.3. Modelli di Kripke
3.1.4. Topoi elementari
3.1.5. Logica dei topoi

3.2. Pensatori della matematica
3.2.1. Kripke
3.2.2. Lawvere

3.3. Problemi filosofici
3.3.1. Il tempo
3.3.2. Linearità e ramificazione
3.3.3. Statica e dinamica (Benjamin)
3.3.4. Storia e contaminazione (Cavaillès)
3.3.5. Fenomenologia della frontiera (Peirce)

3.4. Sintesi
3.4.1. Le negazioni della filosofia matematica
3.4.2. TerzaTriade -/+



3.1.1. Logica intuizionista

Brouwer (1915 – intuizionismo)
(1) continuo (2) tagli (“due-in-uno”)

inversione del processo analitico cantoriano usuale
prima: l’intuizione sintetica del continuo (magnitudine) 

dopo: la comprensione di tagli discreti (numero)

Heyting (1930 – calcolo intuizionista)  

eliminazione del terzo escluso e forme equivalenti

(1) semantica (2) sintassi
algebre di Heyting calcolo intuizionista



3.1.2. Logiche modali

operatori modali:☐ (necessità) ♢ (possibilità)

N:

K:

T:

Lewis (1910 – sviluppi moderni)

Kripke (1960 – modelli elementari)  

naturalizzazione delle dimostrazioni (intuizionismo) e delle compossibilità (modalità) 
attraverso intuizioni temporali    (seguente slide)



3.1.3. Modelli di Kripke

modalità intuizionismo

R riflessiva
R simetrica
R transitiva
dom(R)=M 
R funzione  



3.1.4. Topoi elementari



3.1.5. Logica dei topoi

la logica dei topoi elementari sempre è intuizionista

a seconda di condizioni ulteriori sul topos, la logica sarà super-intuizionista
(logica compresa tra il calcolo intuizionista e il calcolo classico)

in forma simile, le logiche dei fasci (Caicedo 1994) sono sempre super-intuizioniste

Int logica dei fasci Clas

processi di limite nelle fibre

(reale) inversione (ideale)



3.2.1. Saul Kripke

quando dove
n. 1940 USA

1962: Harvard (B.A.)
1959-: semantiche (“modelli di Kripke”) per

logiche modali e intuizioniste
1977-2002: Princeton giovane prodigio
2002-: CUNY grande “vidente” della filosofia logica

semantiche logiche non classiche
filosofia della logica
ricorsività e calcolabilità

Naming and Necessity (1972)
Collected Papers (vol. 1, 2011)



3.2.2. William Lawvere

quando dove
n. 1937 USA

1963: Tesis (teorie algebriche via categorie)
1964: assiomatizzazione categorica Ins
1969-70: topoi elementari propulsore del pensiero categorico
1970-80s: quantificatori e fasci grande “vidente” delle categorie 

logica geometrica
categorie in geometria differenziale
categorie nella fisica continua

Conceptual Mathematics (con Schanuel) (1997)



3.3.1. Il tempo



lineare / planare ramificato / multidimensionale
(predeterminatezza) (libertà)

dobbiamo imparare a pensare multidimensionalmente
SUPERFICI DI RIEMANN 

CATEGORIE
FASCI - TOPOI

MODELLI DI KRIPKE

3.3.2. Linearità e ramificazione



3.3.3. Statica e dinamica (Walter Benjamin)



3.3.4. Storia e contaminazione (Jean Cavaillès)



3.3.5. Fenomenologia della frontiera (Charles S. Peirce)



3.4.1. Le negazioni della filosofia matematica



3.4.2. Terza Triade -/+



FINE


